Chapitre : Systemes linéaires

1 Systémes linéaires

Exercice 1 " Sans problemes —

Résoudre les systemes linéaires suivants :

x+y+2z = 3 x+2z

x+2y+z = 1 —y+z

2x+y+z = 0 x—2y
Indication ¥V Correction V

[527]



https://bibmath.net/ressources/index.php?action=affiche&quoi=mpsi/feuillesexo/systemeslineaires&type=fexo

Exercice 2 " Trop d’inconnues ou d’équations —

Résoudre les systemes suivants :

x+2y—3z
x+y+z—-3t = 1 x+3y—z
2x+y—z+t —1 2x+5y—5z
x+4y+z
Indication V¥ Correction ¥

11
13
18

[528]




Exercice 3 " Systéme et interprétation géométrique —

Soit m un réel. Résoudre le systeme suivant

x+my = =3
mx+4y = 6

(on pourra discuter en fonction de m). Quelle interprétation géométrique du résultat faites-vous ?
Indication ¥V Correction V [530]




Exercice 4 "' Deux équations et deux parametres —

Déterminer suivant la valeur des parametres a,b € R I’ensemble des solutions du systeme :

ax+y = b
x+ay = b

Indication ¥V Correction V [529]




Exercice 5 " Systémes proches —

Résoudre les deux systémes suivants. Qu’en pensez-vous ?

x+5y+9z = 180 x+5y+9z = 180
9x+10y+5z = 40 9x+10y+5z = 41
10x+9y+z = -50 10x+9y+z = —50

Indication ¥ Correction V [535]




2 Systemes linéaires a parametres

Exercice 6 "4« Parameétre dans le second membre —

Déterminer, selon la valeur du parametre m € R et en utilisant I’algorithme de Gauss, I’ensemble des solu-
tions du systeme :
x+y—z =1
x+y—z = 1
xX—=2y+2z = m

Indication ¥V Correction V [3034]




Exercice 7

Discussion suivant deux valeurs —

Résoudre le systéme suivant, en discutant suivant la valeur du parameétre m.

Indication V¥V

Correction Vv

x+y+mz
X+my+z
mx—+y+z

o O

[2872]




Exercice 8 v Parametre partout —

Discuter suivant la valeur du parametre a € R le systeéme

ax+(1—a)y+(l—a)z = a?
ax+(1+ay+(l+a)z = a—d
xt+ytz = l—a

Indication V¥ Correction V [531]




Exercice 9 7w iw % Plein de cas! —

Etudier, suivant les valeurs des paramétres a,b € R, I’existence de solutions du systéme :

x + by + az = 1
X 4+ aby + z =
ax + by + z =1

Indication V¥ Correction V [533]




3 Applications

Exercice 10 '« Equilibrer des équations chimiques —

Equilibrer les équations chimiques suivantes :
1.NH3;+ 0, - NO+ HO0;
2. G;Hg+ 0y — CO»+ H> 0.

Indication V¥ Correction V¥ [3032]




Exercice 11 & Systeme géométrique —

L’espace est muni d’un repere (0,?, f, %) On considere &2 (respectivement &2, #23) I’ensemble des points
M(x,y,z) de I'espace vérifiant :

Py 2xx — 3y + 4z = -3
Py —x + 2y + z = 5
Py dx — S5y + 14z = 1

1. Quelle est la nature géométrique de chacun des &; ?
2. Déterminer I’intersection de &2, &2, et #3. Quelle est sa nature géométrique ?
Indication V¥ Correction V¥ [3033]




Exercice 12 "% Polynéomes vérifiant certaines propriétés —

Déterminer tous les triplets (a,b,c) € R? tels que le polyndme P(x) = ax® + bx + ¢ vérifie
1.P(—~1)=5,P(1) =1etP(2) =2;
2.P(—1)=4etP(2)=1.

Indication V¥ Correction V [2643]




Exercice 13 "« Fraction rationnelle avec décomposition en éléments simples —

: x2 X
Soit f(x) = %x €)1, +od].

1. Démontrer qu’il existe trois réels a, b et ¢ tels que

a b c

Vx €]1,+oo], f(x) =

2. En déduire la primitive de f sur |1, o[ qui s’annule en 2.

Indication ¥V Correction V

x—1 +x+3+ (x+3)?

[432]




Exercice 14 " iw  Systéme non linéaire —

Résoudre le systeme suivant, ou x, y et z sont des réels positifs :

R
e R
¥y’ = 3.

Indication ¥V Correction V [634]




Exercice 15 7w wis Application géométrique —

Soit n > 3. Discuter I’existence et ’unicité dans le plan d’un polygone a n c6tés dont les milieux des cotés
sont fixés.
Indication ¥V Correction V¥ [536]




Indication pour I’exercice 1 A

Utiliser 1a méthode du pivot de Gauss.

Indication pour I’exercice 2 A

Appliquer la méthode du pivot de Gauss. Dans le premier systéme, il y a plus d’inconnues que d’équations.
11 faut exprimer certaines inconnues en fonction des autres.

Indication pour I’exercice 3 A

Appliquer la méthode du pivot de Gauss en réalisant L, —mL; — L,. On pourra discuter en fonction de m/

Indication pour I’exercice 4 A

On discutera suivant que a # +1, a = 1 ou a = —1. Dans ce dernier cas, on pourra encore discuter suivant
la valeur de b.

Indication pour ’exercice 5 A

Indication pour ’exercice 6 A

Appliquer la méthode du pivot de Gauss de fagon standard. L’élimination donne une condition de compati-
bilité pour que le systeéme possede des solutions.

Indication pour I’exercice 7 A

Lorsque m # 1, on pourra diviser par m — 1 et remarquer que 1 —m? = (1 —m)(1+m).

Indication pour I’exercice 8 A

Indication pour I’exercice 9 A

Indication pour I’exercice 10 A

11 faut placer un entier devant chaque molécule de sorte que le nombre d’atomes de chaque élément soit le
méme de chaque coté de I’équation.

Indication pour I’exercice 11 A

Indication pour I’exercice 12 A

En calculant P(—1), P(1) et P(2), on trouve un systeme de trois équations d’inconnues a, b et ¢. Résoudre
ce systeme.

Indication pour I’exercice 13 A

1. Mettre tout au méme dénominateur, et procéder par identification.
2. Intégrer chaque "élément simple", et ajuster la constante.

Indication pour I’exercice 14 A

Passer par le logarithme !




Indication pour ’exercice 15 A

Interpréter ceci en terme d’affixes de points et d’un systeme linéaire a résoudre dans C.




Correction de ’exercice 1 A

On va utiliser la méthode du pivot de Gauss. Pour le premier systéme, on écrit

x+y+2z = 3 x+y+2z = 3
X+2y+z = 1 <— y—z = -2 L-L =L
2x+y+z = 0 —y—3z = —-6 [3—-2Ly—1I;
x+y+2z = 3
= y—z = -2
—4z = -8 Lz3+1Lp,—1Lj
x = -1
= y = 0
z = 2

Pour le second systéme, on procede de la méme fagon :

x+2z = 1 x+2z = 1
—y+z = 2 — —v+z =
x—=2y =1 —2y—2z = 0 L3 —L — L3
x+2z =1
<~ —y+z =
—4z7 = —4 L3—2L2—>L3
x = —1
<= y = -1
z = 1
Correction de I’exercice 2 A
Pour le premier systeme :
x+y+z—-3t = 1 xX+y+z—-3t = 1
2x+y—z+t = —1 —y—3z+7t = -3

Le systeme est triangulaire, et il y a plus d’inconnues que d’équations. On va donc exprimer certaines inconnues
en fonctions des autres. Par exemple, ici, on peut exprimer x et y en fonction de z et ¢. Le systéme devient :

x+y+z—-3t = 1 x = 2z—4-2
—y—=3z+7t = -3 y = —3z+T7t+3
<~
=z =z
t =t r =t

L’ensemble des solutions est donc
S ={(22—4—2,-3z+Tt+3,2,1); (z,t) € R?}.

Pour le second systeéme, on écrit

x+2y—3z = 4 x+2y—-3z = 4
x+3y—z = 11 — y+21 = 7 L—Li—L,
2x+5y—5z = 13 y+z = 5 L3—-2L; — 13
x+4y+z = 18 L 2y+4z = 14 Ly—L — Ly
x+2y—3z = 4
— y+2z =17
—z = =2 Ls—1,— L3
0 = 0 Ly4—2Lr,— 1Ly




La derniére équation, qui est une relation de compatibilité, est vérifiée. On en déduit alors facilement que
I’ensemble des solutions est
< ={(4,3,2)}.

Correction de I’exercice 3 A
On applique la méthode du pivot de Gauss. En laissant inchangée la premiére ligne et en faisant Ly —mL; —
Ly, le systeme est équivalent a

x+my = -3
(4—m?)y = 6+3m=3(m+2)
Discutons alors suivant les valeurs de m.
Sim #2etm# —2,4—m? ne s’annule pas. On en déduit que

3(m+2) 3(m+2) -3

YT T —m2m) m—2

On reporte ceci dans la premiere équation et on trouve

3m _ —3m+6+3m _ 6
m—2 m—2 C om=2

x=-3-my=-3+
Le systtme admet donc une unique solution qui est (mﬁz, m_fz) . Si m = 2, alors la derniere ligne devient
0 = 12. Le systeme n’admet pas de solutions. Si m = —2, alors la derniere ligne devient 0 = O et le systéme est
équivalent a

x—=2y=-3 << x=-3+2y.

L’ensemble des solutions est alors
7 ={(-3+2y,y); ye R}

Géométriquement, on peut en déduire que les deux droites x +my = —3 et mx +4y = 6 sont
sécantes si m # 2, —2; paralleles strictement si m = 2 ; confondues si m = —2.

Correction de ’exercice 4 A
Notons (S) ce systeme, et appliquons la méthode du pivot de Gauss. En permutant la premiere et la
deuxieme ligne, puis en effectuant I’opération L, < L; — aL;, on obtient successivement

x+ay = b
(8) = {ax+y = b

x+ay = b
= {(l—az)y — b(1—a)

On discute alors suivant les valeurs de a, en remarquant que 1 —a®> =0 <= a € {—1,1}.
Sia #1,—1, alors on peut diviser par 1 —a? et le systeme est équivalent a

- b - b
{x+ay_b<:>{x_1?“
y = 1+a y = 1+a-

b . b
14+a’ 14a

{x—i—y =0 <~ x=b—y.

L ensemble des solutions est donc { ( )}. Sia =1, alors le systeme est équivalent &

0 =20

L’ensemble des solutions est donc {(b—y;y) : y € R}. Sia= —1, le systeme est équivalent a

x—y = b
0 = 2b



On doit encore discuter suivant les valeurs de b :
Si b # 0, la derniére ligne est incompatible et I’ensemble des solutions est 1’ensemble vide. Si b = 0, le
systeéme devient I’'unique équation x = y, et I’ensemble des solutions est {(y;y) : y € R}.

Correction de I’exercice 5 A
On résout le premiere systeme par la méthode du pivot de Gauss. En notant (S) ce systeme, on a

x+5y+9z = 180

() «— —35y—76z = —1580 L, —9L,
—41y—89z = —1850 Ly —10L,
x+5y+9z = 180
— —35y—76z = —1580
z = 30 35L3 — 41L2

On conclut alors facilement que le systtme admet une solution unique qui vaut (10,-20,30). La résolution de
Pautre systeme est trés semblable et donne pour solution unique (-66,69,-11). Deux systémes trés proches
peuvent donc avoir des solutions trés différentes. On dit que le systéme est mal conditionné.

Correction de ’exercice 6 A
Notons () le systeme. Alors

X + y - z =1
- 2y + 2z = =2
(y) L2 — Lz — 3L1
- 3y + 3z = m-—1
Ly 13—,
X + vy - z =1
y — z =1
L, + Lz/ -2
- 3y 4+ 3z = m-—1
\ Ly
X + y — z =1
y — z = 1
0 = m+2
\ L3+ L3+ 3L,
On peut alors discuter suivant les valeurs de m :
Sim+2 #0, c’est-a-dire si m # —2, le systéme n’admet pas de solutions. Si m = —2, alors le systéme est
équivalent a
x =0
y = l+z

L’ensemble des solutions est alors {(0,z+1,z); z € R}.

Correction de ’exercice 7 A




On utilise la matrice augmentée du systéme

1 1 m|O

1 m 1|0

m 1 110

1 1 m 0

L—Li— 1L, 0 m—1 1-m |0
Ly—mL; — L3 0 I-m 1-m?|0

On distingue alors le premier cas m = 1. Les deux dernieres lignes sont nulles et le systeme est équivalent a
x+y+z=0.

L’ensemble des solutions est {(—y —z,y,z) : y,z € R}.
Lorsque m # 1, on peut multiplier la deuxiéme et la troisieme ligne par 1/(m — 1) et on trouve le systeéme
équivalent

1 1 m 0

0 1 —1 0

0 -1 —m—110

11 m 0

0 1 —1 0

Ls+ L), — Ls 00 —m—210

Sim = —2, le systeme est équivalent a

x+y—2z = 0
y—z =0

dont I’ensemble des solutions est {(z,z,z) : z € R}. Si m # —2 (et toujours m # 1), le systéme est équivalent a

x+y+mz = 0
y—z = 0
z = 0

dont Iunique solution est (0,0,0).

Correction de I’exercice 8 A
Notons () ce systeme, et appliquons la méthode du pivot de Gauss en choisissant la troisieéme ligne comme
pivot :

x+y+z = 1—a Ls
(S) — y+z = 0 Ly —alj
(1-2a)y+(1—-2a)z = 2d*—a Ly —al;
x+y+z = l—a
<= y+z = 0
a(a—1) = 0

On distingue alors plusieurs cas. Si a ¢ {0,1/2}, le systeéme n’est pas compatible et n’admet donc pas de
solutions. Si a = 0, le systéme est équivalent a

x+y+z = 1
y+z = 0

et donc I’ensemble des solutions est {(1,y,—y); y € R}. Sia = 1/2, le systeme devient

x+y+z = 1/2
y+z = 0



et donc I’ensemble des solutions est {(1/2,y,—y); y € R}.

Correction de I’exercice 9 A
On applique la méthode du pivot en notant (S) le systéme initial :

x + by + az = 1 L
= bla—1l)y + (1—a)z = b—1 Ly+L—L;
b(1—a)y + (1-ad®)z = l—a Ly<+ Ly—al,
X + by + az = 1
bla—1)y + (1-a)z = b-1
— (2—-a-a*)z = b—a
Ly 13+1)

Nous allons maintenant discuter de 1’existence des solutions. Remarquons d’abord que 2 —a —a®> = —(a —
1)(a+2). Donc sia# 1 eta# —2 alors 2—a—a”> # 0 donc z = % On a donc trouvé la valeur de z.
La deuxieme ligne du systéme triangulaire est b(a— 1)y+ (1 —a)z=b— 1. Or, on saitdéjaa— 1 #0.Sib #0

_ b—1-(1-a)z . N .
alors, en reportant la valeur de z obtenue, on trouve la valeur y = BT Puis avec la premiere ligne on en

déduit aussi x =1 — by —az.
Donc sia # 1 et a # —2 et b # 0 alors il existe une unique solution (x,y,z).
Il faut maintenant s’occuper des cas particuliers.
Si a =1 alors notre systeme triangulaire devient :

x + by + z = 1
0 = b—1
0 = b—1

Sib # 1iln’y apas de solution. Si a = 1 et b = 1 alors il ne reste plus que 1’équation x4y +z = 1. On choisit
par exemple y,z comme parametres, I’ensemble des solutions est

{(1 _y_Za)%Z) |y,Z€ R}

Si a = —2 alors le systeme triangulaire devient :
x + by — 2z = 1
-3by + 3z = b—1
0 = b+2
Donc si b # —2 il n’y a pas de solution. Si a = —2 et b = —2 alors le systeme est
x — 2y — 2z = 1
2y + z = -1

Si I’on choisit y comme parametre alors il y a une infinité de solutions

{(=1-2y,5,—1-2y) |y e R}.

Enfin si b = 0 alors la deuxieéme et troisieme ligne du systéme triangulaire sont : (1 —a)z=—1et (2—a—
a*)z = —a. Donc 7 = l%la = 5—“— (le sous-cas b =0 et a = 1 n’a pas de solution). Dans tous les cas il n’y a
pas de solution.

Conclusion :

Sia+#1eta+# —2etb=#0,lesysttme admet une unique solution. Sia =1et b # 1 il n’y a pas de solution
(le systeme n’est pas compatible). Sia =1 et b =1 il y a une infinité de solutions (qui forment un plan dans
R3). Sia= —2eth# —2iln’y a pas de solution. Si a = —2 et b = —2 il y a une infinité de solutions (qui
forment une droite dans R?). Si » = 0 il n’y a pas de solution.



Correction de I’exercice 10 A
1.1l s’agit de trouver a, b, c et d de sorte que le nombre d’atomes de chaque élément soit le méme de chaque
coté de 1’équation

aNH;+ b0y — ¢cNO +dH5O0.

Les réels a,b, c,d doivent satisfaire le systeme

a = C a — C = O
3a = 2d <= 3a — 2d = 0
2b = c+d 2b — ¢ — d = 0
a - =0
<~ 3c — 2d = 0 Ly« L, —3L,4
2b — ¢ — d =0
a — =0
< 2b — —d =0 Ly < L3
3c — 2d = 0O
a = 2d/3
<= b = 5d/6
c = 2d/3

Puisqu’on cherche une solution entiere, on peut choisir la valeur d = 6, et on a donc équilibré la réaction
chimique en I’écrivant
4NH3 +50, - 4NO + 6H>0.

2. On procede en suivant exactement la méme méthode, et on équilibre 1’équation chimique en

2C,Hg + 70, — 4CO, + 6H,0.

Correction de I’exercice 11 A
1. Chaque &; est un plan.
2. Un point M(x,y,z) est dans 'intersection de &2, &2, et s si et seulement s’il vérifie le systéme suivant :

-x + 2y + z = 5
2x — 3y + 4z = -3
4 — S5y + 14z = 1

On résout ce systeme a I’aide de 1’algorithme du pivot de Gauss. Notons (.¥’) ce systeme. Alors

—x + 2y + z =5
() — y + 6z = 17 Ly < Ly +2L4
3y + 18z = 21 Ly <+ Ly+4L,
-x + 2y + z =
<~ y + 6z =7 Ly < Ly, +2L,4
0O =0 Ly <+ L3—30,
x = 9 — 11z
y =T — 6z

L’ensemble des solutions est {(9 — 11z,7 — 6z,z), z € R}. Il s’agit d’une droite passant par le point (9,7,0) et
de vecteur directeur (—11,—6,1).




Correction de ’exercice 12 A

1. Puisque P(—1) =a—b+c, le triplet (a,b,c) vérifie I'équation a —b+ ¢ = 5. Les valeurs P(1) = 1
et P(2) = 2 donnent les autres équations a +b+c = 1 et 4a+2b+ ¢ = 2. Ainsi, le triplet (a,b,c) vérifie la
propriété demandée si et seulement s’il est solution du systéme

a—b+c = 5
at+b+c = 1
da+2b+c = 2

On résout alors ce systeme en utilisant la méthode du pivot de Gauss.

a—b+c = 5 a—b+c = 5
at+b+c = 1 <~ 2b = —4 I, I1L,—L,
4a+2b+c = 2 6b—3¢c = -—18 Ly — Lz —4L,
a—b+c = 5
<= b = =2
—-12—-3¢ = -18
a—b+c = 5
<— b = -2
c = 2
a 1
<— b = -2
c = 2

Le seul triplet qui convient est (1,—2,2), soit le polyndme P(x) = x> — 2x +2.
2. On applique la méme méthode, mais cette fois le systéme ne comporte que deux équations. Il n’aura pas
une solution unique, et on va exprimer une inconnue en fonction des autres.

{ a—b+c = 4 {a—b—i—c = 4
=

da+2b+c = 1 6b—3¢c = —15 L+ L[,—4L;
a—b+c = 4
c = 2b+5
— a = —b-1
c = 2b+5

Les triplets solutions sont tous ceux qui s’écrivent (—b —1,b,2b+5) avec b € R, qui correspondent aux
polyndmes (—b — 1)x> +bx +2b+35.

Correction de I’exercice 13 A
1. On peut tout mettre au méme dénominateur, et procéder par identification. En effet, on a

a__ b € a(x+3)2+b(x—1)(x+3)+c(x—1)
x—1 x4+3  (x+3)? (x—1)(x+3)?
x*(a+b)+x(6a+2b+c)+(9a—3b—c)
(x=1)(x+3)? '

L’égalité demandée sera vérifiée des que

at+b = 5
6a+2b+c 21
9a—-3b—c = 22



On résout ce systeme en commengant par remarquer que a = 5 — b. Il est donc successivement équivalent a

a = 5-b
—4b+c = -9
—12b—c = -23
a = 5-b
— c = -9+4b
—16b = -32
On trouve finalement comme unique solution a =3, b = 2 et ¢ = —1, de sorte que
3 2 1

f(x):x—1+x+3 S (x+3)%

2. On integre chacun des éléments simples de la décomposition précédente, en tenant compte du fait que

’on travaille sur I'intervalle |1, +oo[. Les primitives de f sur cet intervalle sont donc les fonctions

1
F(x)=3In(x—1)+21 3)+ ——+d.
(1) =3In(xr— 1)+ 2In(x+3) + — =+

La primitive qui s’annule en 2 et celle pour laquelle d vérifie I’équation
1
3In(1)+2In5+ 3 +d=0.

La primitive de f sur I’intervalle |1, +co[ qui s’annule en 2 est donc la fonction F définie par

1
—2In5— -
x+3 ™75

F(x)=3In(x—1)+2In(x+3)+

Correction de I’exercice 14 A
On pose a = Inx, b = Iny et ¢ = Inz et notons (S) le systeme. La fonction logarithme étant injective, on a :

3a+2b+6¢c = 0
(S) «— 4a+5b+12¢ = 1In2
2a+2b+5¢ = 1n3

3a+2b+6c = 0
— 7b+12¢ = 3In2
2b+3c = 3In3

3a+2b+6¢c = 0

<— Tb+12¢ = 3In2
-3¢ = 21ln3—-6In2
a = —2In2-+61In3
<— b = —-3In2-+121n3
= 2In2—-7In3.

Ceci donne finalement comme unique solution

x = 27236
— 273312
z = 22377,

Correction de I’exercice 15 A




On va raisonner en termes d’affixes dans le plan complexe. Soient ay,...,a, les affixes des milieux fixés.

On cherche des points My, ..., M, dont les affixes respectives zi,...,z, sont solutions du systéme
21+ = 2a
2+t = 2a
-1tz = 2a,-1
wtz1 = 2a.

Le probleme admet une solution si et seulement si le syst¢éme admet une solution, et la solution du probleme
est unique si et seulement si la solution du systéme est unique. On doit donc résoudre ce systéme. Pour cela,
effectuons I’opération Ly — Ly + L3+ -+ (— 1)”‘1Ln — L;. Le systeme est alors équivalent a

(1+(—1)n—1)21 = 2(a1—a2+...+(_1)n—1an)
2+ = 2a
anl—’—Zn == 261,171
w+z1 = 2ay.

On peut alors discuter suivant la parité de n.

Si n est impair, alors 1+ (—1)"~! = 2, la premiére ligne donne z; et en poursuivant a partir de la derniére
ligne, on trouve que le systeme (et donc le probleme) admet une unique solution. Si n est pair, alors la premiere
ligne est une relation de compatibilité

aj—az+-+(=1)"'a, =0.

Si cette condition n’est pas remplie, le systtme n’admet pas de solutions. Si la condition est remplie, alors
on peut choisir une inconnue comme parametre et exprimer toutes les inconnues en fonction de celle-ci. Le
systeéme admet une infinité de solutions.




	Systèmes linéaires
	Systèmes linéaires à paramètres
	Applications

